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lll.2.2. Reprezentarea in virgula mobila

Una dintre cele mai raspandite reprezentari internd (in PC-uri) a numerelor
reale este reprezentarea in virguld mobild. Reprezentarea in virgulda mobila
presupune existenta unei baze b (intotdeauna presupusd pard) si a unei precizii p.

Un numar n virguld mobila este un numar de forma

o
+(0p + %+%+...+ b;’_‘j JoF, oy e {0, 1, ..b-1} pentru orice k= 0,p—1, E € Z.

Mai precis, denumirea de numar in virguld mobild va fi utilizata pentru numerele
reale care se reprezinta exact sub forma de mai sus. In aceasta reprezentare O, 0L,
..., Op.1 se numesc cifre semnificative. Fiecdrei reprezentari n virguld mobila i se
asociazd doud numere intregi, Eni, $1 Emax, ce reprezintd valorile limitd permise
pentru exponentul E (Eyin £ E < Ejax). Tabelul de mai jos exemplifica cei patru
parametri (baza, precizia, valorile limitd ale exponentului) ce caracterizeaza

reprezentarea 1n virguld mobila 1n diverse sisteme

Sistem bazab | preciziap | Emin Enax
IEEE single-precission 2 24 -126 127
IEEE double-precission 2 53 -1022 1023
Cray 2 48 -16383 | 16384
calculator HP 10 12 -499 499
mainframe IBM 16 6 -64 63

Reprezentarea in virguld mobila se numeste normalizatd daca se impune conditia ca
cifra cea mai semnificativd 0y sa fie nenuld. Reprezentarea normalizatd are
urmdtoarele avantaje:

® reprezentarea fiecarui numadr este unica

e nu de pierd cifre pentru reprezentarea primele zerourilor de la dreapta

virgulei
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¢ 1n sistemele binare (corespunzatoare bazei b =2) prima cifra poate sa nu mai
fie stocata (deoarece este intotdeauna 1).
Restrictia o # 0, face imposibila reprezentarea lui zero. O reprezentare naturala a
lui zero este 1,0-bEmn,
Numarul de numere in virgula mobild normalizata este
2(b-1)b"" (Emmax - Eumin +1).
Cel mai mic numar pozitiv normalizat se noteazd UFL (underflow level) si este
UFL = b"min .

Cel mai mare numar normalizat se noteaza OFL (overflow level) si este

b-1 b-1 b-1_ &
+ + m

OFL = (b-1 + ) B

Ep tl 1
=b (1 —b—p).

Ca urmare nu toate numerele reale sunt reprezentabile exact. Numerele prea mari
pentru a fi reprezentate corespund unei depasiri superioare de capacitate (overflow),
iar numerele prea mici unei depasiri inferioare de capacitate (underflow). Pentru a
fi reprezentat un numar real x este aproximat cu un numar in virguld mobila pe care
convenim sa-1 notdm fI(x). Aproximarea lui x prin fl(x) poartd numele de rotunjire,
iar eroarea introdusa de eroare de rotunjire. Exista mai multe modalitdti pentru
rotunjire:

® trunchiere (rotunjire prin tdiere): se retin primele p cifre din reprezentarea

. . o, o o _ .
normalizatd a lui x == (o + —1+b—§+...+ P 4+ ...)b"; deci

b b*!
o, o o
fI(x) = + (o + r‘+b—22+...+ b‘l’)‘ll b

® rotunjire la cel mai apropiat numdr in virgula mobila (rotunjire la par):
fl(x) este cel mai apropiat numar in virgula mobila de x; in caz de egalitate
(daca exista doud numere in virguld mobila egal departate de x) se considera

acel numar 1n virgula mobild a carui ultima cifra este para.
Rotunjirea la par determind o acuratete mai mare a reprezentarii. Acuratetea

sistemului in virguld mobila este caracterizata de asa numita precizie a masinii (sau
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epsilon masina), notata &,,.,. Precizia a masinii este definita ca cel mai mic numar
pozitiv € cu proprietatea ca
flI(1.+¢)>1.
Daca regula de rotunjire este trunchierea atunci
Emach =b' P,
iar daca regula de rotunjire este rotunjirea la par atunci

|
€mach = — b P
2
Eroarea relativd maxima cu care fl(x) aproximeaza x este data de

t)=»

<g

= Cmach-

Desi amandoud sunt "mici", precizia masinii (€mach) $1 cel mai mic numar pozitiv
normalizat UFL (in reprezentare in virguld mobila fixata) nu trebuie confundate. De
obicei Eyin < -p si deci intre ele exista relatia

0 < UFL < €mpach < OFL.
Fie x un numar real aproximat de
o,
b

f1(x) =%(o + ﬁ+%+...+

b

)bE.

Exponentul E poate lua atat valori pozitive cat si valori negative. Cel mai adesea
exponentul este “decalat “ si reprezentat ca un numar intreg pozitiv (fara semn).
Aceasta deoarece ordinea lexicograficd (stabilitd fintre sirurile de cifre din
reprezentare) si ordinea naturalda sunt compatibile in cazul numerelor intregi fara

semn. In consecintd, compararea exponentilor (si a numerelor reale

corespunzatoare) poate fi facuta eficient. Astfel reprezentarea interna a unui numar

o,

rl )b" se face sub forma

real x aproximat prin fl(x) = % (0 + %+%+. .+
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unde s este semnul lui x (se completeazd cu 0 dacd semnul este + si cu 1 daca
semnul este -) iar ed este exponentul obtinut prin adunarea unui decalaj D la
exponentul E:

ed=E +D.
I11.2.3. Standardul IEEE-754

IEEE este acronim pentru Institute of Electrical and Electronics Engineers,
o organizatie ce are drept principal scop elaborarea standardelor pentru produsele
hardware si software. Standardul IEEE-754 se refera la aritmetica in virguld mobila
in sistemele binare. Acest standard precizeaza formatul de reprezentare in memorie
in simpla si dubld precizie a unui numar real. Reprezentarea se face in virgula
mobild normalizata:

o
x=flx) =41+ 2 %2y e

E _
St )2 p =24, 53,

Sunt admise §i asa numitele numere denormalizate ("denormalized floating-point

numbers"):

o, o, O(p—l E _
0+ 7+2—2+...+ S )27, p=124,53,

cu cel putin una dintre cifrele binare o, 0y, ..., 0. nenule.
Standardul IEEE-754 defineste doud valori speciale pentru situatii exceptionale:
e Inf, pe post de "infinit" ("infinity"), pentru rezultatul Tmpartirii unui numar
finit la zero.
e NaN, pe post de "non-numar" ("not a number"), pentru rezultatul
urmatoarelor operatii
> Adunare : Inf + (-Inf)
> Inmultire: 0-Inf
> Impartire: 0/0 sau Inf/Inf
> Calculul restul impartirii unui numar x la O sau a lui Inf la x
> Calculul radacinii patrate Jx pentru x < 0.

Scopul acestor valori este acela de a permite continuarea calculului.
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o,

)2" se reprezinti intern
2°!

< A . o 1w o o
Un numdr in virguld mobild *(op + 71+2—22+...+

conform IEEE-754 sub forma

S ed O...0p-1

unde pentru s se rezerva un bit ce se completeaza cu 0 daca numarul este pozitiv si
cu 1 daca numarul este negativ, iar pentru exponentul decalat ed se rezerva k biti
(k=8, 11). Decalajul considerat este D = okt 1, deci
ed=E+2"" -1,

Pe k biti se pot reprezenta ca numere intregi fara semn 2% valori, de la 0 la 2
— 1. Valorile 0 si 2° — 1 sunt rezervate pentru numerele denormalizate si pentru
valorile speciale Inf si Nan. Deci pentru un numar in virguld mobilda normalizata
trebuie indeplinita conditia 1 < ed < 2*-2. De aici rezulta ci -2°'+2 < E <2'-1. De
exemplu, pe k = 8 biti se pot reprezenta numere intregi fard semn de la 0 la 255.
Decalajul considerat este 2’ - 1 = 127, deci exponentul E ia valori de la — 126 la
127. Numarul de biti rezervati pentru exponent determind intervalul de numere reale
reprezentabile in calculator. Numarul de biti rezervati pentru mantisa determind
precizia de reprezentare (gradul de detaliere) a numerelor. Reprezentarea (o +

o, o, O(p—l
> 22 2p_1

E .. . o e . .
)2~ fiind normalizata, exista siguranta ca 0p = 1, ceea ce

permite omiterea sa (bit ascuns) pentru cresterea preciziei de reprezentare, dar
complica prelucrarea informatiei.
Formatele de reprezentare a numerelor in virguld mobild (conform standardului
IEEE 754) sunt:
e simpla precizie (single-precission) pe 32 de biti:
« 1 bit pentru semnul mantisei
« 8 biti pentru exponentul decalat (Epi, =-126, Epax = 127)
« 23 biti pentru mantisa (p = 24, 0 = 1 se omite)
® dubla precizie (double-precission) pe 64 de biti
« 1 bit pentru semnul mantisei

« 11 biti pentru exponentul decalat (Epin = -1022, Epax = 1023)
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« 52 biti pentru mantisa (p = 53, 0 = 1 se omite)

Regula de rotunjire este rotunjirea la par. Deci pentru

s - 2007

® simpla precizie, €mach = 272 =107 (7 cifre zecimale semnificative).

e dubla precizie, €nach = 23 <1071 (16 cifre zecimale semnificative).

Consideram o reprezentare Tn memorie, in simpla precizie:

S |€7€6€5€4€3€2€1€0| Ol O 023

. . o o
Fie ed = ¢y + €2 + 6222 + ...+ e727 sSim= —+—+...+—

reprezentatd se determina dupa cum urmeaza:

> dacd 0 < ed < 255, atunci v = (-1)*(1 + m)-2%¢ "7,

v

daca ed = 0, ok = 0 pentru orice k=1,75 sis =0, atunci v=0.
> dacd ed =0, ox = 0 pentru orice k:1,73 sis=1,atunciv=-0.

> dacd ed = 0 i existd ox # 0, atunci v = (-1)> m 2 " ve

denormalizata

> dacd ed = 255, ok = 0 pentru orice k:1,73 sis =0, atunci v =In

. Valoarea v

ste o valoare

f.

> dacd ed =255, ok = 0 pentru orice k:1,73 sis =1, atunci v = -Inf.

> daca ed = 255 si exista o # 0, atunci v = NaN.

Fie reprezentarea in memorie, In dubla precizie:

S €10€9 ...€0 ol Olp Ol52

. . o, o o
Fie ed =¢ey +e2 +e2” + ... + 20 si m = 7‘+—2+...+i

22 252
reprezentatd se determina dupa cum urmeaza:

> dacd 0 <ed <2047, atunci v = (-1)*(1 + m)-2%¢ 1%,

> daca ed =0, o = 0 pentru orice k=1,?2 sis =0, atunci v=0.

. Valoarea v
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> dacaed =0, o = 0 pentru orice k=1,52 si s =1, atunci v =- 0.
> dacd ed = 0 si existd oy # 0, atunci v = (-1)> m -2~ 1022; v este o valoare
denormalizata
> daca ed =2047, ok = 0 pentru orice k=1,52 si s =0, atunci v = Inf.
> daca ed = 2047, ok = 0 pentru orice k=1,52 si s = 1, atunci v = -Inf.
> dacd ed =2047 si exista oy # 0, atunci v = NaN.
Exemple:
Sa se reprezinte in simpla precizie numerele: 228,15 -27,25 0,1 1,2
x =228,15
x =228 +0,15

228 =128 +64 +32 +4 =27 +2°42° +22 = 11100100,
0,15-2=0,30=0+0,3

0,3
0,6
0,2
0,4
0,8

-2=0,6=0+0,6
-2=12=1+0,2
-2=04=0+04
-2=08=0+0,8
-2=1,6=1+0,6

X = 11160100,001001 10011001...

Forma normalizata:

x =0,111001000010011001...- 2 = 1,11001000010011001...- 2’

ed=7+2%"-1 =135, ed, = 10000110,
m = 11001000010011001100110 [011]

(am omis primul bit =1, iar cei trei biti din paranteza sunt utilizati pentru rotunjire la

par)

fl(x) = 1, 11001000010011001100110- 2°

Reprezentare in virguld mobila, simpla precizie, (cu bit ascuns) pentru 228,15:

0

100 | 0011(0J110 | 0100 |0O10 | 0110 | 0110|0110

3 6 4 2 6 6 6
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Deci  reprezentdrii cu bit ascuns a lui 228,15 1i corespunde 43642666 in

hexazecimal.
x=-27,25
x| = 27 + 0,25

27=16+8+2+1=2"+2>+2"' +2°= 11011,
0,25=27=0,01,
x =11011,01

Forma normalizati: x = 0,1101101x 2° = 1,101101x 2*
ed =4 +2%' -1 =131, ed, = 10000011,

Reprezentare in virguld mobild, simpla precizie (cu bit ascuns) pentru —27,25:

J100/0001{1J101{1010/10000[0000{0000/0000
C 1 D A 0 0 0 0

Deci reprezentdrii cu bit ascuns a lui -27,25 i corespunde CIDAOOOO 1in
hexazecimal.
x=0,1
0,1-2=0,2
02-2=04 —
04-2=0,8
08-2=16=1+0,6
06-2=12=1+0,2
02-2=04
0,1;0=0,00011001100110011...
x =0, 110011001100...-27 = 1,10011001100110011001100 110...-2"*
fl(x) =1, 10011001100110011001101 - 2°*

(dupa cei 23 de biti ai mantisei urmeazd 110, si deci rotunjirea se face prin
addugarea unei unitati).
ed=-4+2%"-1=123=2°42+2*+2°+2+1 ,ed, = 1111011,

Reprezentare in virguld mobila, simpla precizie (cu bit ascuns) pentru 0,1:

O 11(1101|J100|1100 110011001100110]'
3 D C C C C C D
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Deci reprezentdrii cu bit ascuns a lui 0,1 1i corespunde 3DCCCCCD 1in hexazecimal.

x=1,2

1,2=1+0,2
02-2=04 —
04-2=0,8

08-2=16=1+0,6
06-2=12=1+0,2
02-2=04

x =1,0011001100110011...

x =1,00110011001100110011001 100...-2°
fl(x) =1,00110011001100110011010 - 2°

(dupd cei 23 de biti ai mantisei urmeaza 100, deci rotunjirea se face astfel incat
ultimul bit sa aiba valoare para).
ed=0+2""-1=127=2+2"+2"+ 2+ 2° 42 +1 ,edr= 1111111,

Reprezentare 1n virguld mobila, simpla precizie (cu bit ascuns) pentru 1,2:

QO 11(1111{1j001{1001{1001{1001|11001(1010
3 F 9 9 9 9 9 A

Deci reprezentarii cu bit ascuns a lui 1,2 1i corespunde 3F99999A in hexazecimal.

Urmatorul program in C verifica reprezentarile de mai sus.

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
void main () {
long int *i;
float f1=228.15,f2=-27.25, £3=0.1, f4=1.2;
clrscr();
i=(long int*) &f1l;
printf ("\nNumar in virgula mobila:%$f\n\tFormat intern %081X
(hexazecimal) ", f1l, *1i);
i=(long int*) &f2;
printf ("\nNumar in virgula mobila:%$f\n\tFormat intern %081X

(hexazecimal) ", £2, *1i);
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i=(long int*) &£3;
printf ("\nNumar in virgula mobila:%f\n\tFormat intern $081X
(hexazecimal)", £3, *1i) ;
i=(long int*) &f4;
printf ("\nNumar in virgula mobila:%$f\n\tFormat intern %081X
(hexazecimal)",f4,*1i);

getch();

Programul afiseaza

Numar in virgula mobila: 228.149994
Format intern 43642666 (hexazecimal)
Numar in virgula mobila: -27.250000
Format intern C1DAO00O (hexazecimal)
Numar in virgula mobila: 0.100000
Format intern 3DCCCCCD (hexazecimal)
Numar in virgula mobila: 1.200000

Format intern 3F99999A (hexazecimal)
lll.2.4. Aritmetica in virgula mobila

Din sectiunea precedentd rezultd ca nu toate numerele reale pot fi
reprezentate exact intr-un sistem n virgula mobila. De asemenea 1n urma evaluarii
unei expresii ai cdrei operanzi sunt reprezentabili rezultatul obtinut nu este neaparat
reprezentabil. In mod ideal

x flop y = fl(x op y)
unde op este un operator binar (+, - , *, /), iar flop desemneaza corespondentul
operatorului respectiv in aritmetica in virguld mobila. Sistemele ce satisfac
standardul IEEE-754 ating acest ideal in situatia in care X op y se gaseste in
intervalul de numere reale reprezentabile [UFL, OFL].

Depagsirea superioara de capacitate (overflow) cauzeaza de obicei probleme
mai serioase decdt depasirea inferioard de capacitate (underflow), deoarece nu

existd nici o aproximatie bunad pentru un numadr real oarecare "mare". Un numadr

10
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real foarte mic poate fi in mod rezonabil aproximat cu zero. Pe multe sisteme de
calcul depasirea superioara de capacitate este fatala, in timp ce in caz de depasire
inferioara de capacitate, numarul respectiv este asociat cu zero.

Anumite legi ale aritmeticii reale nu sunt valabile intr-un sistem in virgula
mobila. Astfel adunarea si Tnmultirea in virguld mobila sunt comutative, dar nu
asociative. De exemplu, daca € este un numar pozitiv mai mic decat €y,cn, dar mai
mare decat €mach/2, atunci

(I1+e)+e=1,iar1 +(e+¢€)>1.

Rezultatul unei operatii Tn virguld mobild poate sd fie semnificativ diferit

fata de rezultatul aceleasi operatii Tn aritmetica exacta. Sa consideram numarul real

X = i Se reprezintd in baza 2, prin x = 0,0001100110011...=1,

10
10011001100110011001101...2™*. in simpld precizie este aproximat de fl(x) = 1,
10011001100110011001101 '2'4, ceea ce introduce 0 eroarea de
0.000000000000000000000000011001100 1n binar sau aproximativ 0.000000047 in
zecimal. Programul in C de mai jos pune in evidenta cum se propaga aceastd eroare

prin Tnmultire:

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
void main () {
float £=1./10,z=10;
int 1i;
clrscr();
for(i=1;1<33;1*=2) {
printf ("\n0.1*107%d-10"%d = &£ ",1i+1,1,£*(z*10)-2);
z=z%7;
}
getch();
}
Programul afiseaza
0.1*1072 - 1071 = 0.000000
0.1*¥10"3 - 1072 0.000001
0.1*¥10"5 - 1074 = 0.000149

11
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0.1*1079 - 1078 = 1.490116
0.1*10717 - 10716 149011616.000000
0.1*10733 - 10732 = 1490116168828835360000000.000000

Membrul drept ar fi trebuit sa fie 0, deoarece % 10 - 10! =0.

In cazul scaderii a doua numere reale x si y, poate aparea urmatorul fenomen

(catastrophic cancellation)

%(ﬂ(x) ~fi(y))-fi(x~y)

ﬂ(X _ y) | > €mach,

daci fl(x) este egal (sau foarte apropiat de) fl(y). In urmitorul program (in C)

aproximam sin(x) printr-o suma partiala a seriei

. n
z (_ 1) 2n+l
—X
= (2n+1)
Seria fiind alternantd si convergenta, o suma partiala de ordin n, aproximeaza suma

|x

(2n+1)

2n+1

seriei (i.e. sin(x)) cu o eroare absoluta maxima de . Programul de mai jos

reprezintd versiunea in C pentru calculul sumei care aproximeaza sin(x):

#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
void main () {

float x,s,t,eps,x2;

int i, n;

clrscr();

printf ("x=");scanf ("$f", &x);

printf ("Eroarea=");scanf ("$f", &eps) ;

t=x;s=0;1=1; x2=x*x;

while (fabs(t)>=eps) {

s+=t;printf ("\n%f",s);

t=—t*(x2/ (4*1*i+2%1));

i4++;

}

printf ("\nsin(%f) = %$f",x,s);

printf ("\nsin (%f) $f" ,x,sin(x));

12
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getch();

}
Pentru x=2 si eroare 107 se obtine aproximatia 0.909297 corectd a lui sin(2).

Pentru x = 40 si eroare 107 se obtine aproximatia 523443136.0 a lui sin(40) !

Valoarea corecta este 0.745113...Acest rezultat se datoreazd fenomenului de

reducere (catastrophic cancellation).

13



