Bazele aritmetice ale calculatoarelor numerice
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La nivel hardware, se folosesc mai multe tipuri de date:

—

* Bit: 0,1 tetrada: 4 biti,

octet/byte: 8 biti,

*Sir de biti: secvente de biti de lungimi date: — semicuvant: 16 biti,

cuvant: 32 de biti,

*Caracter: cuvant dublu: 64 de biti
{ ASCII: cod de 7 biti,

EBCDIC: cod de 8 biti,
UNICODE: cod de 16 biti

«Zecimal: cifrele zecimale 0-9 codificate binar 0000, -1001, (doua cifre zecimale pot fi
Tmpachetate pe un octet sau intr-un octet se poate plasa o singura cifra zecimala);

*Intreg (Virguli fixa): fara semn,
cu semn, reprezentare in: [ semn si modul (cod direct),
complementul fata de 1 (cod invers)
complementul fata de 2 (cod
complementar).

*Real (Virgula mobili): -
precizie simpla
precizie dubla (cuvant dublu: 64 de biti),
precizie extinsa.




Sisteme de numeratie

Un sistem de numeratie consta n totalitatea regulilor si simbolurilor/cifrelor folosite pentru
reprezentarea numerelor.

Sistemele de numeratie pot fi de doua tipuri: pozitionale si nepozitionale .

Intr-un sistem pozitional valoarea/ponderea unui simbol depinde de pozitia pe care o
ocupa in reprezentarea unui numar dat, in timp ce intr-un sistem nepozitional acest lucru
nu are loc.

Un numar intreg este reprezentat, intr-un sistem de numeratie pozitional, in baza b, sub
forma unui n-tuplu de simboluri x, unde x; reprezinta o cifra a sistemului de numeratie.

NE:I = Xp—1Xp—2Xpn—g3. X; e X1 Xp




Reprezentarea informatiei numerice in calculatoare

Calculatoarele moderne opereaza, atat cu numere intregi (cu semn si fara semn), cat si cu
numere reale.

Numere Tntregi cu semn:

«semn si modul (cod direct): 010001001110 (>0)
110001001110 (<0)

scomplementul fata de 1 (cod invers): 001110110001

scomplementul fata de 2 (cod complementar): 001110110010

sreprezentare in exces: are ca efect deplasarea reprezentarii in complementul fata
de doi.

codul binar — zecimal: rangurile zecimale sunt codificate prin tetrade binare.




Un numar real se reprezinta prin doua campuri: mantisa/fractia f, cu semn, si exponent e:

N, =sef
unde:
*s reprezinta semnul mantisei, codificat printr-un bit
«f constituie mantisa sub forma unui numar subunitar normalizat ,
*e specifica exponentul, de regula, deplasat cu 0 anumita cantitate pentru a-l face >0

Tn numarul;
0,36542 = 10%

gama este stabilita de catre numarul de ranguri ale exponentului si de catre baza, care
este 10, in cazul de fata.

Precizia este asociata cu numarul de ranguri ale partii subunitare, 5 in exemplul de mai
sus. Precizia si gama impun un numar de 6 ranguri zecimale, la care se mai adauga unul
pentru codificarea semnului partii subunitare/mantisei.

+ 4. 36542

semnul mantiseli X
virgula

exponent mantisa



Reprezentarea normalizatd a fost introdusa pentru a se evita reprezentarile multiple
ale aceluiasi numar:

3654,2 x 10° = 36,542 x 10¢ = 0,36542 x 10°

Aceasta se obtine prin deplasarea spre stanga a mantisei, astfel incat, imediat la
dreapta virgulei sa se afle o cifra diferita de 0. Pe masura deplasarii mantisei la
stanga se incrementeaza si exponentul. Operatia nu are sens atunci cand mantisa
are toate rangurile egale cu 0.




Terminologia folosita in legatura cu erorile de calcul

* Precizia constituie un termen asociat cu lungimea cuvantului, numarul de biti
disponibili Tntr-un cuvant pentru reprezentarea unui numar dat.

* Acuratetea reprezintd 0 masura a apropierii unei aproximatii fata de valoarea exacta.

« Gama reprezinta multimea numerelor reprezentabile ntr-un sistem dat.
* Rezolutia constituie marimea diferentei/distantei intre doua numere sau cifre adiacente.

* Trunchierea, cunoscuta si sub denumirea de rotunjire prin lipsa, este utilizata in
cazurile in care precizia nu este suficientd pentru reprezentarea corecta a numarului
stocat.

* Rotunjirea este metoda prin care se cauta sa se selecteze valoarea cea mai apropiata de
valoarea initiala a numarului




*Depasirea apare cand rezultatul unui calcul este prea mare pentru a putea fi reprezentat
n sistem.

* Depdsirea superioard si depdsirea inferioara apar la reprezentarea numerelor in
virgula mobild, atunci cand rezultatul este mai mare sau mai mic decat cel mai mare sau
cel mai mic numar care poate sa fie reprezentat in sistem.

* Erorile introduse la conversia numerelor din baza zece Tn baza doi apar datorita
faptului ca cele mai multe numere nu reprezinta multipli ai unor fractii binare.




Reprezentarea numerelor reale

X=f=7r®

Daca exponentul are k biti si mantisa m biti (exclusiv semnul s), numarul X se va putea
reprezenta astfel:

X=5ep 1826 12 fm

Cele doua formate
standard sunt: formatul scurt sau de baza, pe un cuvant de 32 de biti, care
(IEEE 754) asigura 0 viteza mai mare de operare;

formatul lung sau dublu de haza, pe un cuvant de 64 de biti,
care asigura 0 precizie mai mare de lucru.




Formatul scurt

s |e f
01 89 31
* bitul O: s = semnul mantiseli (s = 1 - mantisa negativa);
* bitii 1-8: e = exponentul deplasat (deplasareaeste 27 —1);
* bitii 9-31: f = mantisa/fractia (cand e =0 , se presupune un bit egal cu 1,

la stanga lui f; virgula se plaseaza intre
acest bit si primul bit explicit al mantisei);

Numarul reprezentat intr-un format scurt este:

(—1)% 25~0217-1) (1 + f), cu conditia e = 0 .




Formatul lung

1 11
s | e f
0o 12 63
* bitul O: s = semnul mantiseli (s = 1 - mantisa negativa);
* bitii 1-11: e = exponentul deplasat (deplasarea este 21® —1);
* bitii 12-63: f = mantisa/fractia (cand e =0 , se presupune un bit egal cu 1,

la stanga lui f; virgula se plaseaza intre
acest bit si primul bit explicit al mantisei);

Numarul reprezentat intr-un format lung este:

(—1)= 25721070 (1 + )| cuconditia e # 0 .




Standardul IEEE 754 pentru reprezentarea numerelor in virgula mobila

"~ «format scurt

«format lung
«format simplu — extins este structurat astfel:

1

Formatul: 1 bit- dg semn, 1 bit pentru partea intreaga (j) a

' mantisei, cel putin 31 de biti pentru partea fractionara
a mantisei (f) si un exponent ce poate lua valori
cuprinse intre minimum m = -1022 si maximum M =
1023.

format dublu — extins este structurat astfel:

: 1

1 bit de semn, 1 bit pentru partea intreaga (j) a mantisei,
cel putin 63de biti pentru partea fractionara a mantisei (f)
si un exponent ce poate lua valori cuprinse intre
minimum m = -16382 si maximum M = 16383.




Rotunjirea

1

- rotunjeste
Standardul IEEE 754 include atat un numdrul la cea
mecanism standard-implicit de rotunjire, > mai apropiatd
cat si alte trei mecanisme ce pot fi selectate de valoare
utilizator. L reprezentabila

* rotunjirea catre + oo asigura cea mai apropiata valoare dar nu
mai mica decat a numarului dat;

* rotunjirea catre - oo furnizeaza cea mai apropiata valoare, dar nu
mai mare decat numarul dat;

* rotunjirea catre 0 (trunchiere) asigura valoarea cea mai
apropiata, dar nu mai mare decat numarul dat in modul.




Valori speciale

Standardul de reprezentare in virgula mobila suporta aritmetica cu numere infinite
folosind :

*Modalitatea infinit-afina definita prin relatia:

— oo < (oricare numar finit) <+ oo

» Modalitatea infinit-proiectiva compara Tntotdeauna numerele egale, indiferent
de semn. Standardul defineste un set de operatii astfel incat folosirea unui

operand infinit nu va conduce la un rezultat eronat.

NaN constituie o valoare speciald, introdusa pentru a semnaliza operatii invalide sau
operatii care produc rezultate invalide cu o valoare speciala.




Operatii

In standard sunt definite operatiile aritmetice de bazi: adunarea, sciderea, inmultirea
si impartirea; radacina patrata si gasirea restului la impartire; conversia formatului n:
virgula mobila, numere intregi si numere zecimale codificate binar BCD (cu exceptia
numerelor BCD extinse EBCD); compararea numerelor in virgula mobila.

EXceptii si capcane

* implementarea va asigura cate un indicator pentru fiecare tip de exceptie.
» raspunsul standard la exceptie consta in continuarea operatiei, fard activarea capcanei.

Operatie invalida este un tip de exceptie se incadreaza in doua clase: exceptii de operand invalid
si rezultat invalid. In ambele cazuri, daca nu este activata o capcana, rezultatul va fi NaN.

Exceptiile de rezultat invalid apar atunci cand rezultatul unei operatii nu este corect in raport cu

formatul destinatie.

impartire cu zero;
depasire superioara;
depasire inferioara;
rezultat inexact.

Alte exceptii:



Capcanele, care corespund fiecarei exceptii pot fi activate/dezactivate de catre utilizator.
Cand este activata, exceptia transfera controlul la o rutind pentru manipularea capcanei
(furnizata de utilizator sau de catre sistem).

Rutina trebuie sa primeasca urmatoarele informatii:
* tipul exceptiei, care a aparut,
* tipul operatiei, care s-a executat,
I+ formatul destinatiei,
* rezultatul corect rotunjit
» valorile operandului, in cazurile impartirii cu zero si exceptiilor de operand invalid.




STANDARDUL ARITMETIC

Metodele de implementare ale operatiilor aritmetice in virgula mobila se vor exemplifica
considerandu-se un acumulator cu urmatoarea structura (numere au mantisa de patru biti):

D: bitul de depasire,
F,-F,; ce1 4 bifi ai mantisel,
G: bitul de garda,
R:bitul de rotunjire,
 ST: bitul de legatura/lipitura, "stiky".




Adunarea si scaderea in vireula mobila

* Denormalizarea: numarul cu exponent mai mic se Incarca in
acumulator si se deplaseaza cu un numar de pozitii spre dreapta,
egal cu diferenta exponentilor. Dacd exponentii sunt egali oricare
dintre numere/operanzi poate fi incarcat in acumulator, fara a se
efectua vreo deplasare.

« Adunarea: cel de-al doilea operand este adunat la acumulator.

Adunarea » Normalizarea: daca s-a pozitionat in unu bitul D atunci se

—=

modulelor deplaseaza continutul acumulatorului cu un bit spre dreapta.

* Rotunjirea: se aduna 1 la pozitia G, dupa care, daca G=R = ST =
0, se forteaza F; < 0 .

 Renormalizarea: daca D este pozitionat in unu se face deplasarea
continutului acumulatorului spre dreapta.

* Depasirea: se verifica daca a avut loc o depasire a exponenului.




Scaderea
modulelor

—_—

» Denormalizarea: se incarca numarul cu modulul cel mai
mic in acumulator si se deplaseaza la dreapta, daca este
necesar. Rezultatul va fi zero daca si numai daca operanzii
sunt egali, abandonéandu-se operatiile urmatoare.

* Scadearea: se scade continutul acumulatorului din celalalt
operand, pastrand rezultatul in acumulator (dacd ST =1 se
va genera un imprumut);

» Normalizarea: se deplaseaza acumulatorul la stinga pana
cand F, devine egal cu 1;

* Rotunjirea: se aduna 1 la bitul G si apoi, daca G=R =0 si
ST = 0, se forteaza ; nu este necesara rotunjirea daca pentru
normalizare au fost necesare mai multe deplasari la stanga;

« Renormalizarea: Tn cazul in care rotunjirea a condus la
depasire, se efectueaza o deplasare spre dreapta.




Inmultirea —

e Inmultirea: se formeaza produsul in lungime dubli;

* Normalizarea: pentru o eventuald normalizare a produsului se face o
deplasare cu un bit;

* Pozitionarea bitilor G, R, ST: fie produsul normalizat in lungime dubla:
Fl FZ F3 .E‘.FE FE F'l'.r 'FE , atunC| r = FE,R = FE,_..ST = F'l'.r LU FE ;

« Rotunjirea: se realizeaza dupa cum s-a aratat anterior;
« Renormalizarea: se realizeaza dupa cum s-a aratat anterior;

* Erori: se verifica depasirea superioara/inferioara a exponentului.




« Impartirea: se formeaza primii sase biti ai catului normalizat:
K F;, F; Fy Fs Fy

* Pozitionarea bitilor G, R, ST: se forteaza: & = F;,R = Fg

. si ST =rest ;
Impartirea —

* Rotunjirea: se efectueaza dupa regulile mentionate anterior;

» Renormalizarea: se efectueaza dupa regulile mentionate
anterior.




Coduri alfanumerice

Se utilizeaza trei sisteme de codificarea a caracterelor alfa numerice:
« ASCII ( American Standard Code for Information Interchange)
« EBCDIC (Extended Binary Coded Decimal Interchange Code)
 Unicode

ASCII === este utilizat pentru reprezentarea caracterelor alfanumerice si
foloseste 7 biti pe caracter. Toate cele 27 coduri posibile reprezinta caractere
valide.

EBCDIC=====) cste un cod pe 8 biti utilizat de citre IBM

Unicode ====p reprezinta un standard (ISO/IEC 10646) pentru reprezentarea
caracterelor cu ajutorul unor cuvinte de 16 biti, ceea ce permite codificarea a
65536 caractere. Unicode ofera o modalitate consistenta pentru codificarea
textelor in care sunt utilizate alfabete/caractere diferite cum ar fi cele Latine,
Grecesti, Chinezesti, Japoneze etc.




Coduri detectoare de erori

Distanta Hamming defineste distanta logica intre doua coduri de caractere valide si
este masurata prin numarul de biti prin care difera acestea.

¥

Pentru codul ASCII aceasta distanta este egala cu 1.

Adaugand un singur bit redundant, la codul ASCII al fiecarui caracter alfanumeric, se
poate detecta o singura eroare, intrucat codul eronat se va plasa intre doua coduri
valide ASCII.

O metoda de recodificare a codului ASCII, pentru a obtine 0 distanta Hamming egala cu 2,
consta Tn introducerea unui bit de paritate, plasat la stdnga codului normal ASCII. Acest bit va
fi calculat pe baza sumei modulo 2 a bitilor egali cu 1 din codul ASCII.

P 26 | 25 24 23 2?2 21 20 Caracterul
1 1 1 0 0 1 0 0 d
0 1 1 0 0 1 0 1 e

1 1 0 0 1 1 0 f

1|1 1]lo0 o0 1 1 1 g




Pentru detectarea si corectarea unei erori in cadrul fiecarei pozitii a unui cod ASCII,
fiecarui cod valid ASCII trebuie sa i se asocieze alte 7 coduri invalide, Tn care se va

modifica exact un singur bit.

Pentru un cod de k biti, se considera ca numarul bitilor redundanti egal cu r.
Relatia care trebuie indeplinita este :

(k+r+1) =27

In cazul k = 7, daci se cauta intregul r care satisface relatia de mai sus, rezultd r = 4,
ceea ce conduce la un cod ASCII, prevazut cu caractere redundante, de 7 + 4 = 11 biti.

!

Asignarea celor 4 biti redundanti la cuvintele originale se va face astfel incét sa poata
fi identificata o eroare la un singur bit. Fiecarui bit din cuvantul codificat, incluzand
bitii de verificare/redundanti, Ti este asignata 0 combinatie data de biti de verificare

CeCa G0y




G| C | G C, Bit verificat
0 0 0 0 1
0 0 0 1 2
0 0 1 0 3
0 0 1 1 4
0 1 0 0 5
0 1 0 1 6
0 1 1 0 7
0 1 1 1 8
1 0 0 0 9
1 0 0 1 10
1 0 1 0 11

Acest mod particular de amplasare poarta numele de Cod de Corectare a
unei Erori Singulare (CCES) sau SEC (Single Error Correcting).




ASCII “a” = 1100001

YYYOYYY oy
1 1 000000110
11 10 9 8 765 4 3 2 1
/ CS C4 CZ Cl
Pozitiile bitilor \ Bitii de verificare

* Bitul de verificare C, = O realizeaza paritatea para pentru grupul de biti {1, 3,5, 7, 9, 11} .
* Bitul de verificare C, = 0 furnizeaza paritatea para pentru grupul de biti {2, 3, 6, 7, 10, 11}.
* Bitul de verificare C, = 0 asigura paritatea para pentru grupul de biti {4, 5, 6, 7}.

* Bitul de verificare Cg = 0 stabileste paritatea para pentru grupul de biti {8, 9, 10, 11}.

*

Bitul n al cuvantului codificat este verificat prin bitii din
pozitiile /, ..., i a caror suma este egala cu n.




